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В работе рассматривается задача выпуклой без-
условной оптимизации

  f x
x n

( ) min,→
∈�

  (1)

где функция f имеет непрерывные частные произ-
водные порядка  p ≥ 3. Предположим, что тензо- 

ры частных производных ∇ = ∂∇
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(в  частности,  при  r  =  2  получаем,  что ∇ =r f x( )  

= ∇2 f x( ) —  это матрица Гессе функции f в точке x) 
удовлетворяют условию Липшица с соответству-
ющими константами Mr, т. е.

  || || || ||     ∇ - ∇ ≤ - ∀ ∈r r
r

nf x f y M x y x y( ) ( ) , ,2 2 �   (2)

где  || ||⋅ 2  —   стандартная  евклидовая  норма  в Rn. 

Условие  x y n,   ∈�   можно  заменить  условием 

x y z f x f xn, { ( ) ( )},  |  ∈ ∈ ≤� 0  где x0 —  стартовая точ- 

ка. Кроме того, отметим, что на ∇ ⋅r f x( )[ ] —  это 
симметричная r-линейная форма и её норма опре-
деляется стандартным образом:
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Для класса методов, у которых на каждой итерации 
разрешается не более чем O(1) раз обращаться к ора-

кулу (подпрограмме) за значениями ∇r f x( ), r p≤ , 
p ≥ 2, оценка числа итераций, необходимых для до-
стижения e-точности по функции, будет иметь вид
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где R x x= -|| ||0 2*  —  расстояние от точки старта до её 
проекции на множество решений задачи (1).

Ги п о т е з а   1  (см. [1–3]). Существует такой алго-

ритм, использующий только информацию о ∇r f x( ), 
r p≤ , который сходится согласно оценке (3).

Для случая p = 2 такой алгоритм был построен 
в работе [2]. Ниже построены такие алгоритмы и для 
случая p ≥ 2.

Заметим, что в общем случае оценка (3) не может 
быть улучшена, даже если дополнительно известно, 
что M p+ <1 ¥ и M p+ <2 ¥ (см. [1, 4]).

Следуя работе Ю. Е. Нестерова [2], введём опе-
ратор
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Ут в е р ж д е н и е   1.

1)  (cм. Theorem 1 из [2]). Задача (4) при M pM p≥  
является задачей выпуклой оптимизации.

2) (см. Lemma 1 из [2]). Для всех x n∈�  имеет 
место неравенство
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Сначала в общих чертах опишем идею предлага-
емого подхода. Следуя работе Р. Монтейро и Б. Свай-
тера [5], введём семейство функций (L ≥ 0 — пара-
метр)

  F x f x
L

x xL x, ( ) ( ) .� �= + -
2 2

2|| ||

По функции F xL x, ( )�  определим функцию
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∈
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Для любого L ≥ 0 имеет место неравенство

  �f x f xL( ) ( ),≤

причём функция  �f xL( ) является выпуклой и имеет 
L-липшицев градиент. Кроме того,
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Таким образом, вместо исходной задачи можно ре-
шать (сглаженную по Моро) задачу

  �
�

f xL
x n

( ) min.→
∈

  (6)

Заметим, что

  ∇ = - -�f x L y x xL L( ) ( ( ) ).

На задачу (6) можно смотреть как на обычную задачу 
гладкой выпуклой оптимизации. Согласно (3) для 
p = 1 сложность решения задачи (6) (число вычис-
лений градиента ∇�f xL( ), т. е. число решений вспо-
могательных задач вида (5)) быстрым градиентным 
методом [5–7] можно оценить следующим образом:
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 .  (7)

Чем меньше выбирается параметр L, тем оценка (7) 
будет лучше, но при этом тем сложнее на каждой 
итерации решать вспомогательную подзадачу (5), 
чтобы посчитать градиент ∇�f xL( ) с нужной точ-
ностью. Идея подхода, восходящего к работе [5] при 
p ≥ 2, состоит в следующем:

1)  вместо задачи (6) с фиксированным L рас-
смотреть  параметрическое  семейство  задач  (6) 
со специальным образом убывающей (на внешних 
итерациях) последовательностью {Lk}. Все эти задачи 
имеют одинаковый минимум x*, который необхо-
димо найти. На k-й (внешней) итерации быстрого 
градиентного метода используется ∇�f xLk

( );

2)  при этом считать точно ∇�f xLk
( ) нет возмож-

ности, поэтому для решения задачи (5) используется 
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В работе [5] (см. Proposition 5.2) было показано, 
что если вместо точного решения y xL( ) задачи (5), 
для которого || ||∇ =F y xL x L, ( ( )) ,2 0  на каждой внешней 
итерации удаётся найти только такое решение  �y xL( ), 
что

  || || || ||∇ ≤ -F y x
L

y x xL x L L, ( ( )) ( ) ,� �2 22
  (8)

то быстрый градиентный метод для задачи (6) (с по-
стоянным на итерациях L) будет также сходиться 
согласно оценке (7), несмотря на неточность реше-
ния вспомогательных задач на каждой итерации (5). 
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Оценка (8) соответствует концепции относительной 
точности решения вспомогательной задачи в попу-
лярном сейчас способе ускорения неускоренных 
методов Catalyst [8]. Также в работе [5] (см. Theo-
rem 4.1) было показано при p = 2, что если дополни-
тельно с выполнением условия (8)

  || || || ||∇ ≤ -F y x
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y x x
L x L

k k
L

k k

k
k k k,
( ( )) ( ) ,� �2 22

  (9)

удаётся (за счёт специального подбора Lk на каждой 
итерации) ещё и обеспечить выполнение условия
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то число внешних итераций такого метода (число 
решений вспомогательных подзадач (5)) будет опре-
деляться оценкой (3)
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что существенно улучшает оценку (7) при  p ≥ 2. 

Константа 
1

2
 в правой части неравенства (9) выбрана 

для определённости; важно только, чтобы это было 
число, строго меньшее 1. Проблема, однако, в том, 
как обеспечить одновременное выполнение условий 
(8) и (9). Оказывается, если выбирать
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Следовательно, если
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то условие (8) будет выполнено. Ввиду непрерывной 
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( ) от Lk и достаточно очевидного 

факта, состоящего в том, что при x xk ≠ * найдётся 
такое, вообще говоря, достаточно маленькое значе-
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  ˆ
( )

! ˆ ( ) ,ˆa
p M

p L
y x xp

k
L

k k p

k

2 1
12

1+
- ≥-|| ||�

и достаточно большое значение Lk > 0, что
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имеем, что подобрать Lk можно с помощью про-
цедуры одномерного поиска [5]. В типичных ситу-
ациях можно ожидать, что число вызовов опера-

тора (4) T xp pM

F
L x k

p

k
k

,
, ( ) на одной итерации внешнего 

метода (быстрого градиентного метода) будет O(1). 
При этом каждый вызов такого оператора порождает 
свою выпуклую задачу. Сложность решения такой 
задачи (т. е. вычисление (4)) с нужной точностью 
сопоставима при p = 2, 3 по объёму вычислений 
со сложностью итерации метода Ньютона, т. е. оце-

нивается как  �O n( ),2 37  [2, 9–11] ( �O O( ) ( )⋅ = ⋅  с точностью 
до логарифмических множителей).

Приведём теперь сам алгоритм (метод Мон-
тейро—Свайтера—Нестерова порядка p ≥ 2; см. ал-
горитм 1) и основную теорему данной работы о ско-
рости сходимости предложенного алгоритма.

Те о р е м а   1  (см. Theorem 6.4 из [5] для p = 2). 
Методу Монтейро—Свайтера—Нестерова порядка 
p ≥ 2 (алгоритм 1) для обеспечения условия

  f y f xN( ) ( )*- ≤ e

достаточно сделать

  O
M Rp

p p+ +

















1
2

3 1

e
итераций. На каждой итерации в среднем O(1) раз 
необходимо решать задачу выпуклой оптимизации 
вида
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Таким образом, сложность каждой итерации при  

p = 2, 3 составляет �O n( ),2 37 .

А л г о р и т м   1. Метод Монтейро—Свайтера—
Нестерова.

Вход: u0, y0 —  стартовые точки; N —  число ите-
раций; A0 = 0 

Выход: yN 

1: for k = 0, 1, 2, ..., N - 1. 

2: Выбрать Lk так, чтобы выполнялось условие 
(условие Монтейро—Свайтера [5] при p = 2)
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// тензорный шаг Ю.Е. Нестерова [2]

3: u u a f yk k
k
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+

+= - ∇1
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1( ) 

4: end for

5: return yN

Основным вкладом данной работы является:

1)  замена шага метода Ньютона на обобщённый 
метод Ньютона—Нестерова с регуляризацией;

2)  обобщение  условия  Монтейро—Свайтера 
на случай p ≥ 2.

Сочетание этих двух пунктов позволило предло-
жить методы (для разных p ≥ 2), закрывающие зазор 
(несовпадение нижних оценок скорости сходимости 
с верхними оценками для наилучших известных 
методов), который оставался в оценках скорости 
сходимости методов высоких порядков при  p ≥ 3. 
Более того, ввиду главы 5 из [2] в случае p = 3 можно 
ожидать, что предложенный выше алгоритм Мон-
тейро—Свайтера—Нестерова, названный в честь 
учёных, на идеях которых он был построен, будет 
эффективным на практике для задач умеренной 
размерности n ∼ 103.
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The Monteiro–Svaiter accelerated hybrid proximal extragradient method (2013) with one step of Newton’s 
method used at every iteration for the approximate solution of an auxiliary problem is considered. The Monteiro–
Svaiter method is optimal (with respect to the number of gradient and Hessian evaluations for the optimized 
function) for sufficiently smooth convex optimization problems in the class of methods using only the gradient 
and Hessian of the optimized function. An optimal tensor method involving higher derivatives is proposed by 
replacing Newton’s step with a step of Yu.E. Nesterov’s recently proposed tensor method (2018) and by using a 
special generalization of the step size selection condition in the outer accelerated proximal extragradient method. 
This tensor method with derivatives up to the third order inclusive is found fairly practical, since the complexity 
of its iteration is comparable with that of Newton’s one. Thus, a constructive solution is obtained for Nesterov’s 
problem (2018) of closing the gap between tight lower and overstated upper bounds for the convergence rate of 
existing tensor methods of order p ≥ 3.

Keywords: accelerated proximal method, tensor method, Newton method, lower bounds.
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